4.4.3 Kosinova véta

Piedpoklady: 040402

Pr.1: Rozhodni, zda dokdZeme spocitat zbyvajici strany a dhly u vSech trojihelniki
zadanych pomoci trojice prvkl (délek stran a velikosti Ghll).

dopocitdvame. V piipadé€, Ze zndme dva thly, miZzeme dopocitat i tfeti do sinové véty. Bez
jedné dvojice strana-protéjsi thel pocitat pomoci sinové véty nemiiZzeme =

i v§echny prvky trojihelniku zatim nedokdZeme dopocitat, kdyZ zname:

- * vSechny tii strany a Zadny dhel (zadéni a; b;c),

* dvé strany a dhel proti tieti strané.

Pro feseni dloh nefesSitelnych pomoci sinové véty existuje véta kosinova.

Pr.2: Najdi v tabulkach znéni kosinové véty a s jeji pomoci vyieS nasledujici ptiklad.
V trojihelniku ABC ur¢€i zbyvajici strany a uhly, je-li ddno: a =28; ¢ =52; f=81°.

+ Kosinové véta je uvedena v tabulkdch v €asti se vzorci v kapitole o planimetrii a goniometrii

' na strané 35 v tomto znénf: a’ =b* +¢* —2bccosa.

' Ve vzorci z tabulek se vyskytuje thel @, ktery nezndme, a urluje se strana a, kterou zndme
- = musime vzorec pfepsat pro nase zadani. Dvé moZnosti:

- 1. Pomoci vyznamu stran a ahli

a®> =b*>+c* = 2bccosa - stranu a uréime pomoci zbyvajicich stran a protéjsiho tGhlu (obé

1 zbyvajici strany mizeme ve vzorci libovolné¢ zaméiovat) = stranu b uréime také pomoci
zbyvajicich stran (a a c¢) a prot&j§iho thlu 8 = b* =a” +c¢” —2accos B - do tohoto vzorce
' jiz miZeme dosadit.

' 2. Pomoci schémat pro cyklickou zaménu (zkratka CZ v tabulkach)

- od strany a se ke stran¢ b dostaneme jednim posunutim ve sméru Sipek (piipadné dvéma
posunutimi proti jejich sméru).

- Ze vzorce a® =b* +c* —2bccosa ziskdme b® =c? +a’ —2cacos B (stejny vzorec jako
predtim, u s¢itdni ani ndsobeni na potadi nezaleZzi).

- Uréime stranu b: b*> =c* +a’ —2cacos 3.
b=\/c2+a2—2cacos,8
 b=+522+28 -2 3228 G0s81° = 55,07

b

- /Hina Ein S.
sing@  sinf3

' Uhel a ur¢ime opét pomoci sinové veéty:

aBinB=bBina /:b



L sing =

al§in f _28[Hin81°
b 55,07

=a=30°9

' Druhou hodnotu Ghlu nedopocitdvdme. Strana a je nejkrat§i = thel @ musi byt nejmensi a
- nemiiZe tak byt v&tsi nez 90°.

- y=180°—(81°+30°9") = 69°51'

-V trojihelniku ABC plati: a =28, b=55,07, ¢ =52, a =30°9', B=81°, y=69°51".

Pr.3: Zapis$ kosinovou vétu ve vSech tiech variantach (pro strany a, b, ¢).

i Kosinova véta umoziiuje urcit stranu trojihelniku pomoci zbyvajicich stran a protéjsiho thlu
=

' * pro stranu a (zbyvajici strany b, ¢, prot&jsi dhel a ): a*=b">+c* -2bccosa,

- s pro stranu b (zbyvajici strany c, a, prot&jii dhel B): b* =c*+a” —2cacos 3,

Vev s

- pro stranu ¢ (zbyvajici strany a, c, prot&j3i thel y): ¢* =a® +b*> —2abcosy .
Poznamka: Stejny vysledek ziskame i pomoci schémat pro cyklickou zaménu.

Pro kazdy trojihelnik ABC plati:
a’>=b*>+c* —2bccosa b*=c*+a’ —2cacos B ¢ =a’+b*-2abcosy

Pr.4: Z vét pro pravouhly trojihelnik najdi takovou, kterd ma vztah ke kosinové vété. Urci
tento vztah.

Kosinov4 véta pfipomina vétu Pythagorovu:

¢ =a’*+b*-2abcosy X cc=a’+b’

' Rozdil je v poslednim ¢lenu, ktery u Pythagorovy véty chybi.
. Zjistime si hodnotu tohoto ¢lenu pro pravouhly trojihelnik.
¢’ =a’*+b° = strana c je pfepona = y=90°.

. Dosadime do kosinové véty:

¢’ =a’+b’ -2abcosy=a’ +b> —2abcos90° =a’ +b* —2ab [0 = a’ +b’
' Kosinovi véta piesla do véty Pythagorovy =

-+ Pythagorova véta je specidlni ptipad véty kosinové pro pravouhly trojihelnik.
. Kosinovd véta je zobecnénim véty Pythagorovy pro obecny trojahelnik.

Dodatek: Ptedchozi piiklad miiZeme jeSté rozvinout nésledujici dvahou.
Pro pravotihly trojihelnik plati ¢* =a” +b°, y=90°.
C




Zvétsime dhel p tak, aby platilo 90° < )y<180°. Pro vypocet ¢ musime pouZit
kosinovou vétu: ¢* =a* +b* —2abcos y . Ve vzorci piibyl vyraz —2abcos y,
protoze pro [ (90°;180°) , plati cos y<0 = vyraz —2abcos )y je kladny = ¢

vyjde vétsi neZ u pravothlého trojihelniku. To samé napovi obrazek, ve kterém
ponechdme strany a, b a zvétSime thel y.

A C B
ZmenS$ime thel ) tak, aby platilo 0° < )y<90°. Pro vypocet ¢ musime pouZzit

kosinovou vétu: ¢* =a* +b* —2abcos y . Ve vzorci piibyl vyraz —2abcos y,
protoze pro [ (0°;90°) ,plati cos y>0 = vyraz —2abcos ) je zdporny = ¢

vyjde mensi nez u pravouhlého trojihelniku. To samé napovi obrazek, ve kterém
ponechame strany a, b a zmenSime thel ).

A / C B
C

Pr.5: Trojihelnik ABC ma délky stran 4, 5, 6. Urci velikosti jeho vnitinich dhli.

- Oznacime si strany libovolnym zptisobem, napiiklad a =4, b=5 a ¢ =6.
- Pomoci kosinové véty miZeme urcit libovolny thel, napiiklad dhel @ .

- a’ =b*+c* —2bccosa

' 2bccosa =b*+c*-a’

P4t —a? _52+62—42
| 2oc 2030

i Dalsi dhly bychom mohli urcit pomoci kosinové véty, ale jednodussi bude pouZiti véty sinové

vV,

| cosa = =0,75 = a =41°25'

" Uréime thel y:
a

= € siny=Ssina =2sind1°25'=0,992
L sin@  siny a 4

y, =82°49" y, =180° -y, =180-82°49' =97°11'



Dopocitame thel f;: Dopocitime thel S, :

a+pB+y=180°= B=180°~(a+y) a+pB+y=180°= B=180°-(a+y)

B, =180° - (41°25'+82°49") =55°46' B, =180°—(41°25'+97°11') =41°24'
Strana b je vétsi nez strana a proto i thel B

musi byt vétsi nez thel @ = toto neni feSeni
. zadaného piikladu.
V trojihelniku ABC plati: a =4, b=5, c=6, a =41°25", [=55°46", y=82°49".

Pf. 6: 'V trojihelniku ABC urci zbyvajici strany a thly, je-li ddno: a =4,3; b =3,1;
y=57°31". Kosinovou vétu vyuzij i pro dopocitani druhého thlu.

- Pouzijeme kosinovou vétu ve tvaru: ¢® =a’ +b* —2abcosy .
c =\/a2 +b*> —2abcos y
=443 +3,1>-2[3,33,1[B0s57°31' =3,712

' Uhel @ uréime opét pomoci kosinové véty: a> =b* +c¢> —=2bccosa .

2bccosa =b’ +c* —a’

b*+c*-a® _3,17+3,712° -4,3°
2%bc 23,133,712

cosa = £0,212864 = o = 77°43"
- B=180°—(77°43"+57°31") = 44°46'
|V trojihelniku ABC plati: a=4,3, b=3,1, ¢=3,712, a =77°43', f=44°46", y=57°31",

Uhel a bychom mohli ur¢it také pomoci véty sinové (snazsi dosazeni), kterou miiZzeme

vV,

Uréime dhel a : Uréime thel S:

4 = ¢ dina=%siny a+B+y=180°= F=180°—(a+y)
sma SZHSV ¢ B, =180°—(77°44'+57°31") = 44°45'
Sind = 2= 5 sin37"31 B, =180°—(102°16'+57°31') = 20°13'
a, =77°44'
a, =102°16'

Strana a je nejdel$i = nemiiZeme
automaticky vyloucit hodnotu a, =102°16".
Zda se, Ze jsme ziskali dv¢ feSeni, coZ je divné:
* pfi feSeni pomoci kosinové véty jsme ziskali jedno feSeni a nezda se, Ze bychom na
néco zapomnéli - funkce cos x je pro dhly od 0° do 180° prosta a nemuseli jsme pro
thel a dopocitdvat druhou variantu (kosinus thlu a, =102°16" by byl zdporny),

* nez jsme zacali pocitat velikost thlu @, znali jsme vSechny tii strany trojuhelnika
(takovy trojuhelnik je ur¢eny jednoznacné a nemtzZeme tedy najit dvé varianty pro
thel a .)

Provedeme zkouSku pomoci sinové véty:



a _ b 43 3l 440024403
sin@  sinf8  sin77°44' sin44°45'

.a = .b = — 43 - 3,1 = 4,400 £8,971 = druhé feseni je pouze zdanlivé.
sina@ sinb  sin77°44' sin20°13'

Skutecnost, Ze bezpecné&jsi je pouzivat kosinovou vétu si mizeme ukazat na trojihelniku

ABC, kde je dano: a =4,3; b=1,521; y=57°31".

Uréime stranu c: ¢ =+/a* +b*> =2abcos y =+/4,3* +3,1* =2 [3,33,1[d0s 57°31' =3,712

Uhel a uréime opét pomoci kosinové véty: a’ =b* +¢* —2bccosa .

b>+c’ —a® 1,521 +3,712° 4,3
2bc  200,5213,712

B=180°-(102°16'+57°31') =20°13" (ziskany trojihelnik tedy odpovid4 druhému -

nevyhovujicimu feseni pfi pouZiti sinové véty v pfedchozim piikladu).

Uhel a bychom mohli urcit také pomoci véty sinové (snazsi dosazeni), kterou miizeme

vV,

cosqa = =-0,21233= a =102°16'

Pro kontrolu:

Ur¢ime thel a: sinag = 4,3 sin57°31" (to Urc¢ime thel S:

3,712 a+B+y=180°= B =180°—(a+y)
samé jako v ptivodnim ptikladu) Ve :180°—(77°44'+ 57031.) = 44°45'
o =77 180°—(102°16'+57°31') =20°13

- o __ o "+ o A o '
a, =102°16' z ( )

Tentokrat kontrolou vylou¢ime vétsi dhel £ (a s nim mensi dhel @ ). Tedy pfesné obracené
neZ u trojuhelniku z piikladu 6.

.a = ,b = — 43 , 1521 = 4,4005 # 2,1605 = prvni feseni je pouze
sina sinb sin102°16' sin44°45'
zdanlivé.

a _ b 4,3 1,521

- et =— = 4,4005=4,4014 .
sina sinb sin102°16' sin 20°13'

Existuje zptsob, jak se problémlim pti dopocitdvani trojihelniku po pouZiti kosinové véty
vyhnout?
Dvé moznosti:
* idruhy thel dopocitat pomoci kosinové véty (jako v feseni piikladu 6),
* pii dopocitavani pfes sinovou vétu, pocitat thel naproti mensi stran€ (u prikladu 6
strana b), protoZe jeji thel musi byt také mensi a tim pddem mensi nez 90° (¢imz
vypadne druha velikost thlu se spradvnou hodnotou sinus).

Dodatek: Na upozornéni na pfedchozi zavér dékuji Janu Kuchatikovi.

Na zaveér si nechame dukaz:

Diikaz kosinové véty bude mit opét tii ¢asti pro razné druhy trojihelnikt.
Budeme dokazovat tvar a® =b” +¢° —2bccosa .
1. ostrouhly trojahelnik:



A c G B

Z pravothlého trojihelniku BCC, vime: a* =|CC,|" +|BC,| .

Vyraz na pravé stran€ musime napsat pomocia, b, ca a .

Uréime |BC,|: plati: |[BC,|=c~|AC,|, z pravothlého trojihelniku ACC,

[AC,|
cosa =T:> |AC0| =bldosa, tedy |BC0| =c-bldosa.

lcc,|

Urcime |CC0| : z pravouhlého trojuhelniku ACC,: sina = = |CC0| =blina,

tedy |CC,| =bBina .
Dosadime:
a’ =|cc,| +|BC,| = (bBina)’ +(c—bGosa)’ =b* Bin® a +c* - 2bccos a +b* [Gos’ a =

=p*Bin* a +b* [Bos* a +c* —2bccosa =b* Eﬁsin2 a +cos’ a’) +c¢? =2bccosa

=p*A+c* —2bccosa =b* +¢* —2bccosa

2. pravouhly trojihelnik
UZ mame dokazano v ivaze o porovnani Pythagorovy véty a kosinové véty.

3. tupoihly trojuhelnik:
C

Co A c B
Z pravouhlého trojihelniku BCC, vime: a* =|CC,|" +|BC,| .

Vyraz na pravé strané musime napsat pomoci a, b, c a @ .



Uréime |BC,|: plati: |BC,| = c +|AC,

, z pravouhlého trojuhelniku ACC;:
cos(ﬂ—a) —M:MC |—bE£os(7T—a') Pomoci souctovych 0:
== ol = . ych vzorct:

cos (77— a’) =cos7rcosa +sin /Isina = (—1) [¢dosa +0Eina =—cosa
|AC,|=-b[osa , tedy |BC,| =c +|AC,| =c+(~bBosa)=c~-b[Bosa .
Urcime |CC0| : z pravouhlého trojuhelniku ACC,:

g
b

sin (77— a’) = = |CC0| =bUin (77— a’) . Pomoci souctovych vzorci:

sin(lT— a) =sin 77cos @ —cos 77sina =0 [dosa — (—1) dina =sina ,
tedy |CC,| =bBina .
Dosadime:
a’ =|cc,| +|BC,| = (bBina)’ +(c—bbosa)’ =b* Bin® @ +c* = 2bccos @ +b* [dos” a =
=p’ Ein® a +b* [dos* a +¢* —2bccos a = b* Eﬁsin2 a +cos? a’) +c* =2bccosa
=b*d+c* -2bccosa =b* +¢* —2bccosa
Pi.7: Petikova:
strana 49/cviceni 76 a) b) ¢)

strana 49/cviCeni 82
strana 49/cviCeni 86 a)

Shrnuti: Kosinova véta je zobecnénim véty Pythagorovy.



